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1 Mefbarkeit

MafBe und Integrale behandelt man im Rahmen von meflbaren Rdumen und
Funktionen.

Definition. Ein System B wvon Teilmengen einer Menge S # O mit den
Eigenschaften

i) S eB,

ii) Be B = B°eB,
iii) U, Bn € B fiir jede endliche oder unendliche Folge By, B, ... € B
nennt man eine o-Algebra in S. Das Paar (S, B) heifst mef3barer Raum.

Eine o-Algebra B enthilt dann auch ) = S¢ und (), B, = (U, BS)° fiir
By, Bsy,... € B. Die Elemente von B bezeichnet man als die meflbaren
Teilmengen von S.

Definition. Seien (S,B), (5, B') meflbare Riume. Dann heifst ¢ : S — S’
eine B-B'-mef8bare Abbildung, falls Urbilder von mefbaren Mengen wieder
mefibar sind, falls also gilt

¢~ (B") € B fir alle B € B.

Normalerweise ist klar, welche o-Algebra B auf einer Grundmenge S gemeint
ist, welches also die mefbaren Teilmengen von .S sind. Wir sprechen deswegen
auch kiirzer von mefibaren Abbildungen ¢ : S — S’ und werden spéter die
zugehorigen o-Algebren nicht mehr explizit erwédhnen.

Proposition 1.1. Seien (S,B), (S',B') und (S”,B") mefbare Riume, und
seien ¢ : S — S eine B-B'-meflbare und ¢ : S" — S” eine B'-B"-mefbare
Abbildung. Dann ist po ¢ : S — 5" eine B-B"-meflbare Abbildung.

Beweis. Ist B” mefibare Teilmenge von S”, so ist nach Annahme B’ :=
¢~1(B") meBbar in S” und folglich (¢ 0 ¢)~(B") = ¢~'(B’) meBbar in S. O

Notation. Es sind folgende Notationen gebrauchlich.
{(6eB} = {reS @) e B} = ¢(B)
fiir Abbildungen ¢ : S — S’ und Mengen B’ C S’ dhnlich

{p=o) = {zeS:o) =2} , {6<2} = {xeS:d)<a},
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etc. fiir 2’ € S” (die zweite Gleichung, sofern S” geordnet ist),

{91 =2} = {2 €85:d1(x) = da()}
fiir zwei Abbildungen ¢, ¢ von S nach S’, und &hnlich

{or <2}, {d1 <2}
etc., schlieBlich fiir Abbildungen ¢, ¢1, ¢, ... von S nach S’

{lirrln On=0¢} = {res: liTIln on(z) = @(2)}
{lim ¢,, existiert} := {z € S :lim¢,(z) existiert}

etc., falls S” metrischer Raum ist. Wir werden sehen, dafl diese Mengen unter
geeigneten Umstidnden mefibar sind.

Zur Konstruktion von o-Algebren

In einer abzéhlbaren Menge S wéhlen wir die o-Algebra immer als die Po-
tenzmenge, die Menge aller Teilmengen von S, fiir iiberabzéhlbare Mengen
hat sich dieses Vorgehen jedoch als ungeeignet erwiesen. Stattdessen kon-
struiert man o-Algebren durch Erzeuger. Ein System von Teilmengen £ von
S heifit Erzeuger der o-Algebra B in S, falls B die kleinste o-Algebra in S
ist, die & umfafit. Wichtig ist die Beobachtung, dafl jedes System & von Teil-
mengen von S eine o-Algebra erzeugt, die wir mit o(&) bezeichnen wollen.
Man erhélt sie als den Durchschnitt aller £ umfassenden o-Algebren in S,

o(€) = {BC S : B e B fiir jede o-Algebra B> & in S}

(man beachte, dal es immer eine £ umfassende o-Algebra gibt, ndmlich das
System aller Teilmengen von S). Dies ist eine hochst indirekte Konstruktion,
die im allgemeinen keinen Anhalt gibt, welche Teilmengen von S zu (&)
gehoren und welche nicht. Das ist aber nicht besonders storend. So hat man
zum Nachweis der Me3barkeit von Abbildungen das folgende Kriterium zur
Hand.

Proposition 1.2. Seien (S, B), (S, B') mefbare Riume, und sei £ ein Er-
zeuger von B'. Dann ist ¢ : S — S’ eine B-B'-mefbare Abbildung, falls gilt

¢ (B') e B firalle B €&

Beweis. B :={B € B : ¢~}(B') € B} ist, wie eine kurze Rechnung zeigt, eine
o-Algebra. Nach Annahme gilt & C B C B'. Da B’ die kleinste o-Algebra
ist, die £ umfaft, folgt B = B’. Dies ist die Behauptung. O
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Beispiel. Euklidische Riume. Die Borel-o-Algebra B im RY, d > 1,
ist definiert als die kleinste o-Algebra, die alle offenen Mengen O C R¢ um-
fafit. Thre Elemente heiflen Borel-Mengen. Borel-Mengen sind neben den
offenen Mengen alle abgeschlossenen Mengen und die abzdhlbaren Mengen
(und tiberhaupt jede ,explizit angebbare“ Menge, zur Konstruktion einer
nicht-Borelschen Menge benétigt man nédmlich das Auswahlaxiom der Men-
genlehre). B¢ wird offenbar auch von den abgeschlossenen Mengen erzeugt,
auflerdem vom System aller offenen e-Umgebungen

Udz) == {yeR? : |y — 2| <e}, e>0,z€R?,

denn jede offene Menge O 1488t sich als abzdhlbare Vereinigung solcher Um-
gebungen darstellen,

O = U{Ue(x) U z) CO, ecQp, € Q).

Im 1-dimensionalen Fall wird die Borel-o-Algebra auch vom System aller
Intervalle (—oo,z], * € R erzeugt. Aus diesen Intervallen 148t sich ndmlich
jedes offene Intervall (und damit jede e-Umgebung in R) in abzéhlbarer Weise
darstellen,

(ZL‘,y) = U (—OO,y — %] N (—OO,J}]C .
neN

Eine Abbildung ¢ : RY — R™ heiit Borel-mefbar, wenn ¢ !(B)
eine Borelsche Teilmenge des R? ist fiir jede Borel-Menge B C R™. Nach
Proposition 1.2 langt es, dafl diese Bedingung fiir alle offenen Mengen
B C R™ gilt. Dies liefert uns eine erste grofie Klasse von Borel-mef3baren
Abbildungen, die stetigen Abbildungen. Fiir stetiges ¢ und offenes B ist
niamlich ¢~'(B) ebenfalls offen und damit Borel-Menge. Ahnlich ist jede
monotone Abbildung ¢ : R — R Borel-mefibar, denn das Urbild eines
Intervalls unter ¢ ist wieder ein Intervall und damit Borel-mef3bar. O

Ahnlich lassen sich o-Algebren mittels Abbildungen konstruieren. Seien
(Si, B;), 1 € I, meBbare Rédume und seien v; : 8" — 5;, i € I, Abbildungen.
Dann konnen wir die kleinste o-Algebra B’ in S’ betrachten, bzgl. der die
Y; alle B'-B;-meBbare Abbildungen sind. Sie heifit die von (1;) erzeugte
o-Algebra und wird mit B’ = o(v;,i € I) bezeichnet. Die Proposition 1.2
entsprechende Aussage lautet folgendermaflen.

Proposition 1.3. Seien (S, B), (S',B') und (S;, B;), i € I, meffbare Riume
und sei B' von den Abbildungen ; : S" — S;, i € I, erzeugt. Dann ist
eine Abbildung ¢ : S — S’ genau dann B-B'-mefbar, wenn 1; o ¢ fiir alle i
B-B;-mef$bar sind.
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Beweis. Die eine Richtung folgt aus Proposition 1.1. Sei umgekehrt 1); o ¢ fiir
alle i mefibar. Dann gilt ¢~*(v; '(B;)) € B fiir alle B; € B;. Nach Annahme
erzeugen die Mengen v; '(B;) die o-Algebra B'. Die MeBbarkeit von ¢ folgt
daher aus Proposition 1.2. O

Produktriaume

Wir betrachten nun o—Algebren auf endlichen oder abzéhlbar unendlichen
kartesischen Produkten

Sy = S; xSy x---
Seien By, By, ... o—Algebren auf 57,95, ... Teilmengen von S, der Gestalt
Bl><BQ><"' mit BnGBn

nennen wir dann mef3bare Quader. Die von allen meflbaren Quadern er-
zeugte o-Algebra Bg in Sy heifit Produkt-o-Algebra der B;. Man schreibt

By = Bi®@By®--

und nennt (Sx, Bg) den Produktraum der (S,, B,,).
Alternativ kann man die Produkt-o-Algebra mit Hilfe der Projektions-
abbildungen 7, : Sy — S, beschreiben, gegeben durch

(1, Ty ...) = Tp, T, €S, .

Wegen 7,1 (B,,) = S; X...xXS,_1X B, XS 41 X ist m, eine Bg-B,-meBbare
Abbildung. Weiter gilt By x By x --- = 7, {(By) Ny (By) N - - -, daher la8t
sich die Produkt-o-Algebra auch als die von allen Projektionsabbildungen
erzeugte o-Algebra charakterisieren.

Beispiel. Euklidische Rdume. Die o-Algebra B im R%, d > 2, kann man
wahlweise als Borel-o-Algebra (also als von den offenen Mengen erzeugt) oder
als Produkt-o-Algebra auffassen, denn auf R? = R% x - . . x R% gilt die Formel

B = Bh ... B% (1)

mit d = dy 4+ - -+ + dg. Zum Beweis beachten wir, dafl jede offene Menge
O C R? abzihlbare Vereinigung von mefibaren Quadern ist,

O = | J{U(z1) x -+ x Uelzy) :
Ue(x1) X -+ X Ue(xg) CO, e € Qq, x; € Qdi} .
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Daher gehort O zur Produkt-o-Algebra. Da B? die kleinste o-Algebra ist, die
alle offenen Mengen enthilt, folgt B C B ® --- ® B%. Zum Nachweis der
umgekehrten Inklusion betrachten wir fiir ¢ = 1, ..., k die Mengensysteme B;
aller B; € B% mit der Eigenschaft R% x - - - x R%-1 x B; x R¥i+1 x - . . x R%* € B9,
B; ist offenbar eine o-Algebra, die die offenen Mengen enthélt. Da B% die
kleinste o-Algebra dieser Eigenschaft ist, erhalten wir B; = B%. Es folgt
k
By XX B, = ﬂ R# x ... x R%E-1 x B, x R+t x ... x R* ¢ B¢
i=1
fir B; € B%. Da die Produkt-o-Algebra die kleinste o-Algebra ist, die alle
mefbaren Quader umfaflt, folgt B @ --- @ B%* C B Damit ist der Beweis
abgeschlossen. O

Beispiel. Numerische Abbildungen. Abbildungen in die erweiterte re-
elle Achse R := RU{o00, —0o} werden manchmal als numerische Abbildungen
bezeichnet. Wir versehen R mit der o—Algebra

B := {B CR|BnNR ist Borel-Menge in R} ,
sie heiBt die Borel-o—Algebra in R, und R’ mit der Produkt—-o—Algebra
B’ (mit d € N oder d = 00). Dann ist die Abbildung sup : R = R, die jeder

Folge (x,,) ihr Supremum zuordnet, eine B" B meBbare Abbildung. Dies folgt
aus

sup” ' ([—o0,2]) = [-00,a] x [~00,2] x -+,
Proposition 1.2 und der Tatsache, daB8 B (ihnlich wie die Borel-o—Algebra
auf der reellen Achse) von den Intervallen [—oco, x] erzeugt wird. O

Produkt-o-Algebren haben die wichtige Eigenschaft, dafi zusammenge-
setzte Abbildungen in ein kartesisches Produkt genau dann meflbar sind,
wenn dies fiir alle ihre Komponenten gilt.

Proposition 1.4. Sei (S, B) meffbarer Raum und seien ¢, : S — S, Abbil-
dungen firn =1,2,.... Dann ist die Abbildung ¢ := (¢1, ¢2,...) von S nach
Sy genau dann B-Bg-mefbar, wenn alle ¢, B-B,-mefbar sind.

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Proposition 1.3, denn ¢,, = m, o ¢. O

Zusammensetzen von meflbaren Abbildungen

Nach Proposition 1.1 und 1.4 ist jede Abbildung der Gestalt ¢(¢q, @, .. .)
messbar, sofern das fiir ¢, ¢1, @9, ... gilt. Damit 148t sich die MefSbarkeit einer
Anzahl von Abbildungen und Mengen feststellen.
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So ist mit f; : S — R, i = 1,2 auch f; + fo meBbare Funktion (in Eu-
klidischen Réumen wird immer die Borel-o—Algebra betrachtet). Dies folgt
aus der Darstellung

fi+fa = o(fi,f2),

wobei ¢(x,y) := z+y aufgrund von Stetigkeit eine Borel-messbare Abbildung
von R? nach R ist. Genauso erhilt man die MeSbarkeit von

fi—=f, fir-fe, max(fi, fo), [fi] =max(f,0)+ min(f,0)

etc. Die MeBbarkeit der Menge {f; = fo} ergibt sich aus Proposition 1.4 und
der Darstellung

{fi="rt = (f,2)7H(D)

mit D := {(z,y) € R? | * = y}, denn D ist als abgeschlossene Menge
Borel-mefibar. Analog erhélt man die Borel-Mefibarkeit von Mengen wie

{L#f}, {AZf}, {A<f}.

Genauso lassen sich unendliche Folgen fi, fs,... mebarer Funktionen
von S nach R zu neuen meBbaren Funktionen kombinieren (wobei man
gegebenenfalls R zu R erweitert). Wir haben gezeigt, dafl die Abbildung
sup : R* — R und analog die Abbildung inf meBbar sind, deswegen sind mit

fi, fa, ... auch
sup f, , inf f,

mefibar. Es folgt die Mefibarkeit der Funktionen

limsup f,, = inf sup f,, , liminf f,, = sup igf fn
n m on>m n m n>m

und der Menge {lim,, f,, existiert}, denn

{lim f,, existiert} = {limsup f,, = liminf f,} .

Ist die Komplementdrmenge leer, so gilt lim, f, = limsup,, f,, und lim, f,
ist eine mefibare Funktion.

Das Standardmodell fiir Zufallsvariable

Messbare Abbildungen haben Eigenschaften, wie man sie fiir Zufallsvariable
erwartet und benotigt. Das Standardmodell fiir reellwertige Zufallsvariable
sieht deswegen folgendermaflen aus.
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Zugrunde liegt ein meBbarer Raum ({2, .4), den wir dann Ereignisraum
nennen. Die o—Algebra heifit Ereignisfeld, ihre Elemente Ereignisse. Spe-
zielle Ereignisse sind: das sichere Ereignis (2, das unmogliche Ereignis (). In
diesem Setting ist eine reellwertige Zufallsvariable X eine melbare Ab-
bildung

X: 2—-R.

Speziell ist die charakteristische Funktion 14 fiir jedes Ereignis A meBbar,
sie heifit die Indikatorvariable I4. Die formal wichtigen Eigenschaften von
Zufallsvariablen sind:

i) Jede Zufallsvariable mit Werten in S &8t sich mittels einer mefibaren
Abbildung ¢ : S — S’ in eine Zufallsvariable

P(X) = ¢poX
transformieren.
ii) Endlich oder unendlich viele Zufallsvariablen X, X, ... lassen sich zur
Produktvariablen

X = (X1,Xs,..)

mit Werten in einem kartesischen Produkt zusammensetzen.

Damit kann man nach unseren Erérterungen Ereignisse der Gestalt
[XeB} , {X=Y} , {X£V}

etc. erhalten und etwa aus reellwertigen Zufallvariablen X, X5, ... neue Zu-
fallsvariable wie

X1+ Xo, Xy Xy, max(Xy, Xo), |Xy|, supX,

bilden.
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2 Mafle

Im Kontext von melbaren Rdumen und Abbildungen, bzw. von Ereignisfel-
dern und Zufallsvariablen kénnen wir nun Mafle behandeln.

Definition. Sei (S,B) ein mefbarer Raum. Eine Abbildung p, die jedem
B € B eine Zahl u(B) > 0 (mdglicherweise 0o) zuordnet, heifst Maj3, falls
qilt:

i) n(@) =0,
it) p ist o-additiv, d.h. es gilt n(\U, B,) = >, W(By) fiir jede endliche
oder unendliche Folge By, Bs, ... von paarweise disjunkten Ereignissen.

Gilt u(S) = 1, so heifst © Wahrscheinlichkeitsmafi (W-Majs). Allge-
meiner heifst i endlich, falls p(S) < oo, und o-endlich, falls es mefsbare
Mengen By, By, ... gibt, so daff |, B, = S und p(B,,) < oo fiir alle n gilt.

Das Tripel (S, B, 1) heift Mafliraum. Im Falle eines W-Mafles P auf dem
messbaren Raum ({2, 4), mit dem man ein Ereignisfeld beschreibt, benut-
zen wir eine etwas andere Notation, dann schreiben wir P{A} fiir die zum
Ereignis A gehorige Wahrscheinlichkeit. (£2,.4, P) heifit dann Wahrschein-
lichkeitsraum.

Beispiele und Bemerkungen.

1. Ein Dirac-Maf} ¢ ist ein W-Maf}, das anschaulich gesprochen seine Ge-
samtmasse in einem einzigen Atom konzentriert. Formal bedeutet dies,
dafl 0(B) nur die Werte 0 oder 1 annehmen kann. Das Dirac-Ma8 4, in
dem Punkt z € S eines mebaren Raumes ist definiert als

1, fallszxe B,
%(B) = {O, falls z ¢ B .

2. Auf einer abzéhlbaren Menge S ist jedes Mafl p1 durch seine Gewichte
Wz, x €5, gegeben, geméfl der Formel

,LL(B):Z,ux, BcS.

z€EB

3. Das Lebesgue-Borel-Maf}. Wie wir spéter zeigen, gibt es auf der Borel-
o-Algebra in R? ein eindeutiges, o-endliches Ma§ A% mit der Eigenschaft

)\d([xl,yl] X X [xd,yd]) = (1 —21)- (Ya — 7a) ,

fir alle x; <wy;, i =1,....,d.
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4. Sei (12, A,P) W-Raum und X Zufallsvariable mit Werten in S. Dann ist
durch (fiir P{{X € B}} schreiben wir kiirzer P{X € B})

pux(B) = P{X € B}

ein W-Maf} px auf der o-Algebra der mefibaren Mengen in S gegeben. px
heifit die Verteilung von X und wird auch mit £(X) bezeichnet. Ist X =
(X1, X, ...) Produktvariable, so heifit ux = px, x,,.. die gemeinsame
Verteilung von X, X, ...

5. Ereignisse A vom Mafl 0 heiflen Nullereignisse. Man sagt dann, daf das
Komplementérereignis von A fast sicher (f.s.) eintritt. So gilt fiir zwei
reellwertige Zufallsvariable X =Y f.s., falls P{X # Y} = 0. a

Die folgende Proposition faBt wesentliche Eigenschaften von Mafien zusam-
men (Beweis als Ubung).

Proposition 2.1. Fir jedes Maf$ p und By, B, ... € B gilt:
i) Monotonie. u(By) < u(Bs), falls By C Bs.

it) o-Subadditivitit. n(J, B.) <>, 1n(Bn).

i11) o-Stetigkeit. Gilt B, T B, also

B1CBQC"‘, B:UBna
n=1
so folgt lim,, p(B,,) = pu(B). Gilt u{B,} < co und B,, | B, also
BlDBQD"‘, B:mBna
n=1

so folgt ebenfalls lim,, u(B,,) = u(B).
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3 Das Integral im nicht-negativen Fall

Ausgehend von einem Mafl p auf dem mefbaren Raum (S, B) definieren
wir nun fiir messbare Funktionen f von S in die nicht-negativen Zahlen das
Integral [ f du. Sein Wert kann oo sein. Es ist giinstig, co auch als méglichen
Wert fiir f zuzulassen, also fiir f den erweiterten Bildbereich R, = R, U{oo}
zu betrachten. Wir schreiben dann auch kurz f > 0. Das Integral wird mit
Hilfe von elementaren Funktionen definiert, das sind messbare Funktionen
h, die nur abzéhlbar viele verschiedene Werte annehmen. Es gilt also

h = Zz'l{h:z}v

z

dabei wird iiber die endlich oder abzahlbar unendlich vielen Funktionswerte
z von h summiert.

Definition. Sei f : S — R, mefbar. Dann wird das Integral von f nach
dem Maj$ v definiert als

/fdu = sup{z,z-,u(h:z): h > 0 ist elementar, hfff.s.}.

z

Dabei schreiben wir fiir u({h = z}) kiirzer u(h = z). h < f f.s. bedeutet,
dafl die Komplementédrmenge {h > f} das Mafl 0 hat. Fiir melbares B C S

setzen wir
B

Im Fall eines Wahrscheinlichkeitsraumes ({2, A, P) und einer Zufallsvariablen
X > 0 heifit das Integral auch Erwartungswert. Man schreibt

/XdP _ BX].

Wir betrachten nun den Fall elementarer Funktionen (in der Sprache der
Wahrscheinlichkeitstheorie: den Fall diskreter Zufallsvariabler).

Proposition 3.1. Fir eine elemetare Funktion f > 0 gult
/fdM = Y w-p(f=2),

insbesondere [0du = 0.
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Beweis. Sei h > 0 elementar mit h < f f.s. Aus pu(f = z,h = 2z) > 0 folgt
dann z < z, daher gilt

D zulh=2) =3 zplh=2zf=u1)
<> wep(f=wh=2) =Yz plf=2),

und das Supremum in der Definition des Integrals wird fiir h = f angenom-
men. |

Folgende Eigenschaften ergeben sich unmittelbar aus der Definition des
Integrals.

Proposition 3.2. Fir meffbare Funktionen f,qg > 0 gilt:
i) f=gfs = [fdu= [gdu,

i) f<gfs = [fdu< [gdp,

i) [fdp =0 & f =0 fs,

w) [fdu < c0o = f < oo fs.

Beweis. i) und ) sind offensichtlich. Zu 4ii): Der Schluf <« folgt aus
i) und Proposition 3.1. Fiir den Umkehrschluf§ wahle z > 0. Dann gilt
zu(f > 2) < [ fdp wegen h = 215,y < f. Aus [ fdp = 0 folgt daher
p(f > z) = 0 und mit z — 0 die Behauptung u(f > 0) = 0. Zu iv): Aus
h = 2l{pooey < f folgt zu(f = 00) < [ fdp < oo. Mit z — oo folgt
p(f = o00) =0 und damit die Behauptung. O

Wir kommen nun zu dem grundlegenden Satz von der monotonen
Konvergenz (auch Satz von Beppo Levi genannt).

Satz 3.3. Gilt0< fi < fo <--- f.s. und f =sup,, fn f.s., so folgt

/fdu = liin/fndu.

Beweis. Nach Proposition 3.2 ii) ist [ f, du monoton wachsend und es gilt
lim, [ fodp < [ fdp.
Zum Nachweis der umgekehrten Ungleichung wéhle A > 0 elementar mit
h < f f.s. und € > 0. Dann gilt fiir die elementaren Funktionen (mit z* =
max(z,0))
hp = (h—=€&)"  Linpq
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0 < h, < f, f.s. Nach Definition des Integrals folgt fiir alle natiirlichen
Zahlen k

M- tulh =z f-0) < [ fadn.

i<k

dabei bezeichnen z, 29,... die moglichen Werte von h. Fir n — oo gilt
nun {h = z,maxX,<, frm > sup,, fm — € T {h = z}. Nach Annahme folgt
p(h ==z, f,>f—¢€ — ulh==2) und

(i — ) ulh = =) < tim [ du

i<k

Mit € — 0 und k — oo folgt schlieBlich

Y zoph=2z) < lim/fndu
und damit [ fdp < lim, f, dp nach Definition des Integrals. O

Eine niitzliche Variante des Satzes ist das Lemma von Fatou.
Satz 3.4. Gilt f =liminf, f, f.s. fir f, fi, f2,... >0, so folgt

/fd,u < liminf/fnd,u.

Beweis. Fiir g, := inf,,>,, fr, gilt 0 < g1 < go < -+, sup,, g, = liminf, f, =
f f.s.und g, < f,. Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt

/liminffnd,u = lim/gnd,u < liminf/fnd,u. o

Mittels monotoner Konvergenz beweisen wir nun die Additivitat und po-
sitive Homogenitét des Integral.

Satz 3.5. Fiir messbare Funktionen f,g > 0 und reelle Zahlen o, 5 > 0 gilt

Jtar+sgdn = o [fdu+s [gan

Bewers. Fiir elementare Funktionen f, g folgt die Behauptung direkt aus Pro-
position 3.1,

Yzoplaf+pBg=2) =D 2 > ulf=v.9=y)

z z ax+Py=z

= Y (az+By) - ulf = 2,9 =y)

= a) zop(f=2)+8> ulg=y).
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Im allgemeinen Fall betrachten wir mit f und g auch die elementaren Funk-
tionen

fo =277 Z Liy>ijony (2)
i=1

und g, analog. Fiir ¢ > 1 gilt dann {i/2" < f < (1 +1)/2"} = {f, = i/2"}
(und fiir i = 0, co &hnliches), und es folgt 0 < f; < fo < --- und sup,, f,, = f.
gn erfiillt analoge Eigenschaften, daher ergibt sich die Behauptung aus

Jr+sadn = a [ fuau+s [ gudn

durch Grenziibergang nach dem Satz von der monotonen Konvergenz. a

Bemerkung. Fiir die in (2) definierten mebaren Funktionen f, gilt
[ v = 2t 2.
i>1

Die linke Seite konvergiert gegen [ fdu. Indem wir die rechte Seite
als Riemann—Approximation eines Integrals auffassen, erhalten wir durch
Grenziibergang die fiir beliebige mefibare Funktionen f > 0 giiltige Formel

[rdw = [ uts>ayae. ]

Kombination von Additivitdt und monotoner Konvergenz ergibt die fol-
gende Version des Satzes von der monotonen Konvergenz.

Satz 3.6. Fiir mefibare Funktionen f, > 0 gilt

/gfndu _ g/fndu-

Wir schliefen den Abschnitt mit zwei weiteren Anwendungen des Satzes
von der monotonen Konvergenz ab. Die Beweise werden nach demselben
Prinzip mit Hilfe folgender Proposition gefiihrt.
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Proposition 3.7. Sei K eine Menge von meflbaren Funktionen f > 0 mit
den Eigenschaften

i) f,geKLia,>0 = af+pgek,

W) 0<filfo<---€ek = sup,fneK,

iii) 1p € K fir alle B € B.
Dann enthdlt KC alle meffbaren Funktionen f > 0.
Beweis. Sei f > 0 mefibar. Definiere f,, wie in (2). Nach i) — 44i) folgt f,, € K.
Wegen 0 < f; < fo <--- und f = sup,, f, folgt nach i) f € K. O
Die Transformationsformel

Wir formulieren die Transformationsformel im besonders wichtigen Fall von
Zufallsvariablen. Sei P Maf3 auf A, X S-wertige Zufallsvariable und p = pux
die Verteilung von X unter P, also

ux(B) = P{X € B}

fiir alle meBbaren B C S. Dann gilt fiir nicht-negatives mefibares f : S — R
die Transformationsformel

/f(X)dP - /fduX.

Fiir Zufallsvariable X > 0 folgt speziell

/XdP:/mduX.

Zum Beweis betrachten wir K := {f > 0: [ fdu = [ f(X)dP}. K erfiillt
die Bedingungen i) — i) von Proposition 3.7, wegen der Satze 3.5 und 3.3
und nach Definition von p. Daher enthélt IC alle f > 0, und die Behauptung
folgt.
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Maf3e mit Dichten

Sei v ein Maf} auf B und sei h > 0 mefibar. Wir setzen

w(B) = /hdz/, BeB.
B

Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz ist p ein Mafl auf B. Man
schreibt kurz

dp

dv

und nennt h die Dichte von p bzgl. v. Ist u ein endliches Ma8, so ist die
Dichte fast sicher eindeutig bestimmt. Ist ndmlich A’ eine weitere Dichte von
i bzgl. v, so gilt

/|h—h’|du: /(h—h’)dz/+ /(h’—h)dy

{h>h'} {h<h'}
= uh>n) = ph>n)+ph <B')—ph <h') =0,

du = hdv oder h =

also nach Proposition 3.2 iii) h = h’' f.s. (Im o-endlichen Fall 1a8t sich
dhnlich argumentieren.) Fiir mefibares f > 0 gilt

/fdu = /fhclu.

Zum Beweis setzen wir K :={f > 0: [ fdu = [ fhdv}. Wiederum sind die
Voraussetzungen von Proposition 3.7 erfiillt, und die Behauptung folgt.
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4 Integrierbarkeit

Die Integration von mesfbaren Funktionen f von S in die reellen Zahlen fiihrt
man auf die Integration von nicht-negativen mefibaren Funktionen zuriick.
Dazu zerlegen wir f in Positiv- und Negativteil:

f = f"=f, mitf" = max(f,0), [~ = max(—f,0).

Anders als im letzten Abschnitt betrachten wir jetzt nur Integrale mit end-
lichem Wert.

Definition. Fine mefibare Funktion f : S — R heifit bzgl. des Mafles
integrierbar, falls [ f*du < co und [ f~ du < co. Das Integral von f ist

dann definiert als
[ran = [ au- [ an.

Wegen |f| = fT + f~ gilt nach Satz 3.5 [ |fldu= [ frdu+ [ f~du. f

ist daher genau dann integrierbar, wenn

/If\du < o0,

| [ran] < [is1dn.

Die weiteren Eigenschaften des Integrals leiten sich aus den Resultaten des
letzten Abschnittes ab.

und es folgt

Satz 4.1. Sind f, g integrierbar und f < g f.s., so gilt [ fdp < [ gdu.

Beweis. f < g f.s. impliziert fT + ¢~ < f~ + ¢g* f.s. Nach Proposition 3.2
und Satz 3.5 folgt [ ftdu+ [¢du < [ f~du~+ [ g" du. Die Behauptung
folgt durch Umstellen der Terme. O

Satz 4.2. Sind f, g integrierbar und «, 3 reelle Zahlen, so ist auch a.f + Bg
integrierbar, und es gilt

Jtar+sgn = a [ fau+s [ gan
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Beweis. Proposition 3.2 und Satz 3.5 ergeben die Abschitzung [ |f+g| dp <
JUfIT+1gl)dp = [1fldp+ [|gldu < oo, also ist f + g integrierbar. Aus
(f+9) " =(f+9) =f+g=F"—f"+g"—g folgt (f+9)"+ [ +g~ =
(f+9)” + [+ g". Durch Integration dieser Gleichung nach Satz 3.2 und
Umstellen der Terme erhélt man [(f+g¢)du = [ f du+ [ g du. Die Gleichung
J(af)dp = o [ fdu folgt dhnlich. O

Als Anwendung dieser Sétze beweisen wir nun zwei wichtige auf Konve-
xitdt beruhenden Ungleichungen. Seien f, g mefibare Funktionen und p,q > 1
konjugierte reelle Zahlen, d.h. 1/p+1/¢ = 1. Dann gilt die H6ldersche Un-

gleichung
1/p 1/q
Jusaan < ([ivan)(fraran)

Im Fall p = g = 2 ist dies die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

Beweis. Da der Logarithmus eine konkave Funktion ist, gilt fiir Zahlen a,b >
0

logab = 11og a?l + 1log b? < log (lap + 1bq) ,
p q p q
also fiir a, 3 > 0
NIRRT
a B T par g pr
Wiéhlen wir o = [ |f|Pdp und 89 = [ |g|? dp, so folgt durch Integration

1 1 1
—/!fg|du < -+- =1,
af P q

und dies ist die Behauptung. Die Félle a oder § gleich 0 oder oo sind
gesondert zu behandeln (Ubung). O

Die andere Ungleichung setzt voraus, dal ein W-Mafl P zugrunde liegt,
deswegen benutzen wir nun die Notation eines Integrals als Erwartungswert.
Sei X eine integrierbare Zufallsvariable und ¢ : R — R konvex. Dann gilt die
Jensensche Ungleichung

P(E[X]) < E[p(X)].

Beweis. Da ¢ konvex ist, gibt es fiir jedes reelle o ein 3, so dafi ¢(z) >
(@) + Bz — ) fiir alle z. Bei der Wahl a = E[X] folgt die Behauptung:

E[p(X)] > ¢(a)P(2) + F(E[X] — aP(£2)) = ¢(E[X]).
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Spezialfille sind

ELX]| < BIX].

E[X]* < B[XY,
E|XP]"" < B[X[7Y7 fir0<p<q,
exp (E[X]) < Elexp(X)].

Wir beenden den Abschnitt mit einer weiteren Version des Satzes von
der monotonen Konvergenz, dem Satz von der dominierten Konvergenz
(oder Lebesguescher Konvergenzsatz).

Satz 4.3. Sei f1, fa,... eine Folge mefbarer Funktionen, die f.s. gegen die
meflbare Funktion f konvergiert. Gilt dann fiir eine mefbare Funktion g > 0
mit [ gdp < oo

\fal < g fs

fiir alle n, so sind f,, und f integrierbar, und fiir n — oo folgt

/fndu — /fdu.

Beweis. Aus |f,,| < g f.s. folgt nach Annahme |f| < g f.s. Esfolgt [ |f,|dp <
oo und [|f|dp < oo, daher sind f, und f integrierbar. Das Lemma von
Fatou, angewandt auf 2¢g — |f,, — f| > 0 f.s. ergibt

/29du < liminf/(Qg—lfn—f!)du
= /2gdu—1imsup/|fn—f!du~

Da nach Annahme [ 2g du endlich ist, folgt limsup,, [ |f,— f|du < 0. Wegen
| [ fodp— [ fdu| < [|fa— fldu ergibt sich die Behauptung. O
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5 Der Eindeutigkeitssatz fiir Mafle

In diesem Abschnitt betrachten wir endliche Mafle.
Satz 5.1. Sei £ ein N—stabiler Erzeuger der o—Algebra B auf S, d.h.
B,Be& = BNBec&.
Sind dann p und v endliche Mafle auf B mit
w(B) = v(B) firalle Be EU{S},
so gilt p = v.
Beweis. Wir betrachten das System
G = {BeB:u(B)=v(B)}

aller Ereignisse mit gleichem Maf. Nach Annahme und nach den Eigenschaf-
ten von endlichen Maflen hat es die folgenden Figenschaften:

S e g,
B,BeGg BoB = B-Beg,

By, By, ... € G paarweise disjunkt = U B,eg.

n

Ein System mit diesen drei Eigenschaften heifit Dynkin—System. Sei weiter D
das kleinste Dynkin—System, das den Erzeuger £ umfafit, also £ C D C G.

Offenbar langt es zu zeigen, dafl D = A gilt. Wir zeigen zunéchst, dafl D
MN-stabil ist. Dazu betrachten wir fiir alle D € D das System

Dp = {BeD:BNnDeD}.

Eine kurze Rechnung ergibt, dafl sich die Eigenschaften von D auf diese
Systeme iibertragen, dafl es sich also ebenfalls um Dynkin—Systeme handelt.
Sei nun F € £. Dann folgt £ C Dg, denn £ ist nach Annahme N-stabil. Aus
der Minimalitat von D folgt Dp = D, mit anderen Worten: D N E € D fiir
alle D € D, E € £. Dies besagt, dafl £ C Dp fiir alle D € D gilt. Erneut
ergibt die Minimalitdt von D die Gleichung Dp = D, nun fiir alle D € D.
Definitionsgemé&f bedeutet diese Gleichung die behauptete N-Stabilitdat von
D.

Nun ist leicht zu erkennen, dafl D eine o—Algebra ist. Ein Dynkin-System
enthélt immer die Grundmenge S und Komplementérereignisse B¢ = S — B.
Auflerdem &8t sich im N-stabilen Fall wegen

UB. = UB.nBin---nB; ,
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jede abzéhlbare Vereinigung auf eine disjunkte Vereinigung zuriickfiihren.
Da & die o—Algebra B erzeugt, folgt B =D = G. Dies ergibt die Behaup-
tung. O

Beispiel. Borel-o—Algebren. Die Borel-o—Algebra B auf einem Eukli-
dischen Raum oder allgemeiner auf einem metrischen Raum S mit Metrik d
ist die von den offenen Mengen erzeugte o—Algebra. Da S selbst offen ist und
die offenen Mengen ein N-stabiles System bilden, ist ein endliches Maf§ p auf
B nach obigem Satz durch die Werte p(O) fiir offenes O C S bestimmt. Wir
folgern, dal p auch durch die Integral

/¢ du , fiir alle stetigen, beschrdnkten ¢ : S — R

festgelegt ist. Dazu betrachten wir fiir offenes O C S und natiirliche Zahlen
n die stetigen, beschréankten Funktionen

¢n(z) := min(1,nd(z,0%), z€S,

wobei d(z, B) := inf{d(x,y) : y € B} den Abstand zwischen z € S und
B C S bezeichne. Da O offen ist, konvergiert ¢, punktweise gegen 1o (die
charakteristische Funktion von O). Aufierdem ist ¢,, monoton wachsend und
nicht-negativ, nach dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt daher

/% dp — p(0) .

Damit ist mit [ ¢ du fiir alle stetigen, beschrinkten ¢ auch p(O) fiir alle
offenen O C S festgelegt, und es folgt die Behauptung. a

Beispiel. Endlichdimensionale Verteilungen. Die gemeinsame Vertei-
lung einer unendlichen Folge X = (X1, X5, ...) von reellwertigen Zufallsva-
riablen ist das W-MaB px auf (R>°, B%), das sich aus dem zugrundeliegenden
W-Maf} p geméaf

px(B) = p{X eB}, BeB®

bestimmt. B> wird von € := {B, x R* : B, ist Borel-Menge in R"} er-
zeugt. Dies ist ein N-stabiler Erzeuger. Nach dem Eindeutigkeitssatz ist da-
her px, x,,.. durch die endlichdimensionalen Verteilungen px.1 . x,,,

Hx:1,.., Xn(Bn) = ,u{(Xla cee 7Xn) S Bn} ) Bn e B”
firn =1,2,... festgelegt.
Auch & := {R""!x BxR>* : n > 1, B € B} erzeugt B>, jedoch ist dieser
Erzeuger nicht N-stabil. Demgeméf legen die eindimensionalen Verteilungen
i, (die Verteilungen der X,,) im Allgemeinen py nicht eindeutig fest. O
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6 Doppelintegrale, Unabhingigkeit

Beim Bilden von mehrfachen Integralen ist es hilfreich, die Schreibweise ge-
eignet anzupassen. Man muf} die verschiedenen Integrationsvariablen ausein-
anderhalten, auBerdem werden die Formeln iibersichtlicher, wenn man in der

Notation von Integralen die zu integrierenden Funktionen nach hinten stellt.
Wir schreiben also fiir [ fdup auch [ pu(dz) f(z).

Definition. Seien (Si,Bi), (S2,B2) mefbare Rdaume. FEine Familie k =
(Ke)zes, von Maflen auf (Ss, Bs) heifit Kern von (S, By) nach (Sa, Bs), falls
fiir alle By € By die Abbildung x +— k.(Bs) von Sy nach Ry mefbar ist. k
heifit endlicher Kern, falls sup, k,(S2) < 0o.

Satz 6.1. Sei r ein endlicher Kern von (S, By) nach (Sa, Ba), und sei p ein
endliches Maf auf (S1,B1). Dann ist fir alle B € By ® By der Ausdruck

v(B) = [ ulde) [l 1a(o.0

wohldefiniert. v ist ein Mafs, und fir f : S; x So — R nicht-negativ und
mefibar gilt (mit wohldefiniertem Doppelintegral)

[rav = [utds) [ty s 3)

Beweis. Wir greifen auf Begriffe und Uberlegungen des Beweises des Eindeu-
tigkeitssatzes fiir Mafle zuriick. Das System G aller B € B; ® By mit den
Eigenschaften

i) fiir alle z € Sy ist die Abbildung y — 15(x,y) Bs-mefibar,

ii) die Abbildung = — [ k,(dy) 15(z,y) ist Bi-meBbar,
ist nach den Eigenschaften von endlichen Kernen, Integralen und mefbaren
Funktionen ein Dynkin-System, das &€ = {B; x By : B; € B;,i = 1,2}
umfasst. Da £ N-stabiler Erzeuger der Produkt-o-Algebra ist und S; x Sy
enthélt, folgt wie beim Eindeutigkeitssatz fiir Mafle G = B; ® B, daher ist
v(B) fiir alle B € By ® B, wohldefiniert. Nach dem Satz 3.6 ist v ein Ma$.

Zum Nachweis der letzten Behauptung betrachten wir die Menge I aller
f >0 mit

i) fiir alle z € Sy ist die Abbildung y — f(z,y) By-mefibar,

ii) die Abbildung = — [ k,(dy) f(z,y) ist Bi-mefbar,

i) [ fdv = [ p(dz) [ k.(dy) f(z,y).
Nach den Eigenschaften von Integralen erfiillt /C die Bedingungen i), ii) aus
Proposition 3.7, und nach Definition von v auch die Bedingung ). Daher
enthélt IC alle f > 0, und der Beweis ist abgeschlossen. O
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Formel (3) bleibt auch fiir alle f : S; x Sy — R giiltig, die integrierbar
bzgl. v sind. Der Beweis wird wie iiblich gefiihrt, indem man f in /™ und f~
zerlegt. Dabei ist das Folgende zu beachten: Im Allgemeinen ist es moglich
(wenn auch im konkreten Fall nur die Ausnahme), da [ x,(dy) |f|(z,y) fiir
einzelne z den Wert co annimmt und [ . (dy) f(z,y) nicht definiert ist. Fiir
die Integration nach u(dz) haben wir solche Fille bisher nicht in Betracht
gezogen. Dies bereitet jedoch keine besonderen Probleme. Wegen

[ ) [ ratan)lfiwn) = [1n1dr < o

und Proposition 3.2 iv) ist {z : [ k,(dy) |f|(z,y) = oo} eine p—Nullmenge.
Indem wir f(x,y) in diesem Bereich fir die Doppelintegration geeignet
abéndern (etwa Null setzen), umgehen wir das Problem, ohne das sich sonst
etwas wesentliches dndert.

Wir benutzen nun den letzten Satz, um Produktmafle einzufiithren. Seien jiy
und g endliche Mafle auf (S1, By) und (S, By). Dann ist

Ky = o, T €95

trivialerweise ein Kern, den wir nach dem letzten Satz zusammen mit p; zu
einem Mafl v zusammensetzen konnen. Fiir By € By, By € B, folgt

(B x Br) = [ (o) [ paldy) 1o, cs.0)
_ / i1 (de) / o(dy) Ly (@)L, (y) = / L, dyis - / Ly dpts
also die Produktformel

v(B1 X By) = p1(B1)pa(Bs) .

Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir Mafle ist v durch diese Produktformel ein-
deutig festgelegt, denn die mefibaren Quader By X B bilden einen N—stabilen
Erzeuger der Produkt-o—Algebra. v heifit das Produktmaf} von p; und pus,
man schreibt

Vo= i @ pg
Man gelangt zu derselben Produktformel und damit zu demselben Maf} v,

wenn man in der Konstruktion die Rollen von p; und ps vertauscht, also puq
als Kern von (53, By) nach (S, B;) auffa§t und dann nach ps integriert. Nach
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Satz 6.1 folgt fir meBbares f > 0 bzw. fir (3 ® uo)-integrierbares f

/fd(ul ® p2) = /ul(dfv)/uz(dy)f(fc,y)
= /uz(dy)/m(dx)f(:r,y) :

Dies ist der Satz von Fubini. Speziell erhalt man fiir f(z,y) = g(z)h(y)

/ 9(£)h(y) (1 ® ) (de, dy) = / o(x) pn(de) / hy) ia(dy)

Das Produktmafl von mehreren endlichen Maflen

p1 @ - @

kann man schrittweise mittels p; @ -+ - ® iy, 1= 11 @ (U2 ® - - - @ p, ) definieren.
Weiter bereitet es keine Schwierigkeiten, Produktmafle auch fiir o—endliche
MafBe durch Riickfithrung auf den Fall endlicher Mafle einzufiihren.

Unabhéingigkeit

Der Begrift der Unabhéngigkeit von Ereignissen 148t sich sinnvoll nur in W-
R&umen definieren, wir betrachten nun also ein W-Mafl P auf einem Ereig-

nisraum (2, A).

Definition. Zufallsvariablen Xi,...,X, heiflen (stochastisch) wun-
abhdngig, falls fiir beliebige mefibare By, ..., B, aus den zugehdrigen Wer-
tebereichen die Produktformel

P{X,€By,.... X, €B,} = P{X;€B}---P{X,€B,}.

gilt. Eine unendliche Folge X1, Xs, ... heifst unabhdngig, wenn dies fir jedes
endliche Teilstick Xy, ..., X, gilt.

Man bemerke, dal Unabhéngigkeit von X7, ..., X,, auch die Unabhéngig-
keit von X;,,...,X;, fir 1 <i; <--- < i, < n nach sich zieht (man setze in
der Produktformel B; = S; fiir j # i1,...,1). Unabhéngigkeit fiir eine un-
endliche Folge von Zufallsvariablen ist gleichbedeutend mit der Unabhéngig-
keit jeder endlichen Teilfolge.

Wir driicken nun Unabhéngigkeit von X1, ..., X, mit Verteilungen aus.
Offenbar ist die Produktformel fiir Unabhéngigkeit dquivalent zu

P{(Xi,...,X,) €Byx - x B,} = P{X;€B}---P{X, € B,} .



© Gotz Kersting 24

In den Verteilungen und der gemeinsamen Verteilung von Xy, ..., X, la3t
sich dies ausdriicken als

,LLXl ..... Xn(Bl XX BTL) = MXl(Bl) o /J/Xn(Bn) :

Der rechte Teil 148t sich mit dem Produktmafl ausdriicken. Wir stellen also
fest, dafl eine Folge von Zufallsvariablen genau dann unabhéngig sind, wenn
das Produkt ihrer Verteilungen gerade die gemeinsame Verteilung ergibt,

Xy, Xy = Hxy @ @ i, (4)

Allgemeiner gilt im Fall, dafl Verteilungen durch Dichten gegeben sind, die
folgende Aussage.

Proposition 6.2. Fir:=1,...,n seien X; Zufallsvariablen mit Werten in
Si, v; endliche (oder allgemeiner o—endliche) Mafle auf S; und h; : S; — R
nicht-negative, mefbare Funktionen. Setze h : S; x --- x S, — R als

h(xz1,...,x,) = hy(zy) - ho(z,) -
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

i) Xi,..., X, sind unabhingige Zufallsvariable mit Verteilungen, gegeben
durch
dﬂXi = hz dVZ‘

firi=1,...,n.
it) Fir die gemeinsame Verteilung von X, ..., X, gilt

dux,. . x, = hdh®--- Q) .

Beweis. Nach dem Satz von Fubini gilt fiir mefibare B; C S;
/ hd(vy ® -+ @ uvy) :/hldljl---/hndyn,
BiX--XBn B1 Bn

bzw. nach dem Eindeutigkeitssatz fiir Mafle

o=@ @ iy

fiir die Mafle du = hd(r; ® -+ - ® v,) und p; = h; dv;. Die Behauptung folgt
daher aus (4), wobei man beachte, daf nicht nur die u; das Produktmafl p
bestimmen, sondern umgekehrt auch p die p; festlegt. O
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Sind X1, ..., X, integrierbare reellwertige Zufallsvariablen, so folgt nach
dem Satz von Fubini

[ ntdon,den) = [ mlden)- [ o (o)
und man erhilt die Produktformel

EX; - X,] = E[X]---E[X,] .

Beispiel. Ein Modell fiir eine unendliche Serie von Miinzwiirfen.
Sei A die Borel-o-Algebra und sei P das Lebesgue-Maf3 auf dem Intervall
[0,1). X, bezeichne die Indikatorvariable von

on—1 . .
20—1 20
An = ;

i=1

(X, kann man als die nte Stelle nach dem Komma in der Dualbruchdarstel-
lung einer zufillig aus [0, 1) gezogenen Zahl begreifen). Diese Zufallsvariablen
sind unabhingig. Es gilt ndmlich fiir Zahlen 24, ..., x, € {0,1}

{Xi=x}n---n{X,=2,} = [z,z+27")
mit z =Y, 2,27, und folglich
P{X1 :l'l,...,Xn :{En} = 27" = P{X1 :l'l}P{Xn :l'n} .

Durch Summation dieser Gleichungen iiber z; = 0,1 entstehen alle fiir die
Unabhéngigkeit geforderten Gleichungen. Insbesondere gilt

P{X,=1} = P{X, =0} = 1/2.
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7 Konstruktion von Maflen

Wir konstruieren Mafie nach der Methode von Caratheodory. Sei £ ein System
von Teilmengen von S mit () € £. Eine Abbildung 7 : £ — R, heifit Pramai,
falls

i) ©(0) =0,

ii) Fir O,V € £ und fiir e > 0 gibt es O',0”" € £ sodaB ONV C O,
onvVec O und 7(0') + w(0O") < 7w(0O) +e.

iii) Gilt fir O € £ und eine endliche oder unendliche Folge Oy, 0, ... € £
die Inklusion O C |J,, O,, so folgt 7(O) < > 7(0,).

Satz 7.1. Jedes Pramafl m auf € lafit sich zu einem Maf p auf der von &
erzeugten o—Algebra B fortsetzen, gegeben durch

u(B) = inf{Zﬂ'<On>IOl,Og,... €&, BC UO”}

n

fur alle B C B.

Beweis. Im 1. Schritt erweitern wir 7. Fiir beliebiges B C S setzen wir

1 (B) = inf{Zﬂ(On):Ol,OQ,...GE,BCUOn}.

n

Dabei bezeichne Oq, s, ... eine endliche oder unendliche Folge in £. p* ist
ein dufleres Mafs, d.h. es erfiillt folgende Eigenschaften:

Positivitdt: p* > 0 und p*(0) = 0.
Monotonie: B C B" = u*(B) < p*(B').

Subadditivitat: p*(U, Bn) < >, #*(By) fiir beliebige endliche oder un-
endliche Folgen By, Bs, . ..

Die beiden ersten Eigenschaften folgen unmittelbar aus der Definition. (Mo-
notonie ist iibrigens auch Konsequenz der Subadditivitéit.)Die Zum Beweis
der Subadditivitdat wahlen wir zu vorgegebenem e > 0 Teilmengen O, ,,, € &,
so daB8 B,, C |,,, Onm und

> m(Onm) < W (By)+e27".
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Es folgt |J,, B, C Unm Op,m und damit
w(UB) < Xm0 < Sow(B

Mit € — 0 folgt die Subadditivitat.

Im 2. Schritt zeigen wir, dafl jedes dulere Mafl 1*, geeignet eingeschréankt,
ein Maf} auf einer o—Algebra ergibt. Man nennt B C S eine p*-mefbare
Teilmenge von S, falls die Schnitteigenschaft

p (B = p(B'NB)+u*(B'NB° firalle BCS

gilt. Wir zeigen, dafl das System B* aller p*—mef3baren Teilmengen von S eine
o—Algebra und die Einschrankung von p*(B) auf B* ein Maf ist. Unmittelbar
aus der Definition ersichtlich sind die Eigenschaften

SeB* und BeB* = B°eB*.

Seien nun By, By € B*. Mehrfache Anwendung der Eigenschaft p*—
meBbarer Teilmengen ergibt

pH(B') = p*(B'0 By) + (B 0 BY) (*)
= u"(B'NB;y)+ p (B 'NB{N By) + p*(B'N BN BS)
= p*(B'N(B1UBy) N By) + p*(B'N (B UBy) N BY)
+p* (BN (B1 U By))
= p(B'N(B1UBy)) + p"(B'N (B U By)") . (**)

Es fOlgt B1 U B2 € B* und B1 N B2 = (Bf U Bg)c € B*. Sind Bl und B2
disjunkt, so folgt aus den Zeilen (*) und (**) bei der Wahl B’ = By U By

p(Br) + ' (Bz) = p(BiUB) .

Seien weiter By, Bs, ... € B* paarweise disjunkt. Nach der soeben gezeig-
ten Additivitdt und der Monotonie von p* folgt fiir alle natiirlich Zahlen
k

o) = e (#nUs) e (a (U n))

1

A

n=1
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Mittels £k — oo und Subadditivitét folgt

W (B) > iu%B'mBn)w*(B'm(f_JBn)c) )
> w(EalUn) e (rn(Un))
> (8. o)

Es gelten also iiberall Gleichheitszeiten und es folgt | J,, B,, € B*. Wahlen wir
insbesondere B’ = |, By, so folgt aus den Zeilen (*) und (")

ZM*(BH) = N*< U Bn) )

n=1 n=1
d.h. p* ist o—additiv auf B*. Schlieflich lassen sich beliebige abzéhlbare Ver-
einigungen geméaf

UB. = UB.nBin---nB;,

auf disjunkte Vereinigungen zuriickfithren, so da} B* eine o—Algebra ist.

Im 3. Schritt stellen wir abschliefend den Zusammenhang zum Pramafl =
her. Wir zeigen, dafl jedes O € £ p*—meBbar ist. Fiir B C S und € > 0 wihlen
wir dazu O1,0,,... € €, s0 daB B C (JO,, und > 7(0,) < p*(B') + e
Weiter wihlen wir nach den Eigenschaften des Pramafl = Elemente O, 05, . ..
und Of, O35, ...von &, so dal O,NO C O),, 0,NO° C O und 7(O;,)+7(O)) <
7(0,)+€e27™. Es folgt unter Beachtung der Definition und der Subadditivitét
von p* und wegen B'NO C |, O, Bno°cy, O

p(B) < w(B'NO)+u"(BN0O°) <> x(0,)+> =(O))

n

< ZW(OTL)“'E < wi(B)+ 2.

n

Mit € — 0 erkennt man, dafl wie behauptet O p*-mefibar ist. Daher gilt
E C B*. Da & die o—Algebra B erzeugt, folgt B C B*, und wir kénnen p* zu
einem Mafl o auf B einschranken.

SchlieBlich gilt wegen p*(0O) > 7(0) fiir O € £ wegen der Subadditivitét
von 7. Die spezielle Wahl O; = O in der Definition des dufleren Mafles zeigt

p(0) = w(0) firalle O €&,

deswegen stimmt p auf £ mit 7 {iberein. O
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Beispiel. Wahrscheinlichkeitsmafle auf der reellen Achse. Die Ver-
teilungsfunktion F : R — [0, 1] eines W-Mafles p auf R ist definiert als

F(z) = p((—o0,2]), zeR.

Da die Intervalle der Gestalt (—oo, z] einen N-stabilen Erzeuger der Borel-
o—Algebra ergeben, ist u durch F eindeutig festgelegt. Die Eigenschaften von
Verteilungsfunktionen ergeben sich aus denen von Maflen,

i) F ist monoton wachsend,

ii) F ist rechtsstetig: F'(z) = F(z+) := limy, F(y),

iii) F(00) :=lim, o F(z) =1, F(—00) :=lim,_, o F(z) = 0.
Wir zeigen nun:

Zu jeder monotonen, rechtstetigen Funktion F : R — [0,1] mit F(o0) = 1,
F(—00) =0 gibt es genau ein W-Maf u, dessen Verteilungsfunktion sie ist.

Beweis. Wir zeigen, dafl durch
7((a,b]) = F(b)—F(a) a<b,

ein Pramaf auf dem System & := {(a,b] : a < b} aller endlichen, halboffenen
Intervalle gegeben ist. Offenbar gilt 7 () = 7((a,a]) = 0. Fiir O,V € & ist
auch O':=0NV und O”" :=0NV°in £ und es gilt offenbar

7(O")+w(0") = 7(0) .

Es bleibt, Subadditivitit zu zeigen. Seien O = (a,b],01 = (ay1,b1],09 =
(ag,by), ... derart, daB O C |J,, O, und sei € > 0. Wegen der Rechtsstetigkeit
gibt es €, > 0, so daB F'(b, +¢€,) < F(b) + €27". Die Intervalle (ay, b, + €,)
bilden dann eine offene Uberdeckung des kompakten Intervalls [a+¢€/2, 0], die
folglich eine endliche Teiliiberdeckung (a1,b1 + €1),. .., (a,, b, + €,) enthélt.
Es folgt (a +€,0] C (ar,by + €] U--- U (ay, b + €] und
Fb)—Fla+e) < Y (F(bi+e)—Fla) < Y (F(bi) = F(a;) +e.
i=1 1=1

Der Grenziibergang r — oo und dann € — 0 ergibt unter Beachtung der
Rechtsstetigkeit

m((a,b]) < ZW((ambn]);

n=1
also die behauptete Subadditivitét.

7 148t sich folglich zu einem Mafl i auf der Borel-o—Algebra fortsetzen.
Wegen p((—o0,z]) = lim, p((—n,z]) = F(z) — F(—o00) = F(z) ist F die
Verteilungsfunktion von pu. Wegen p(R) = F(co) = 1 handelt es sich um ein
W-Mas. O
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Beispiel. AuBere Regularitit. Sei p endliches Maf auf einer Borel-o—
Algebra B. Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir Mafle ist dann p eindeutig durch
seine Werte auf offenen Mengen gegeben. Genauer gilt

w(B) = inf{u(O): O D B, O ist offene Teilmenge von S}

fiir alle Borel-Mengen B. Diese Eigenschaft heifit &ulere Regularitit von
L.

Bewers. Sei w die Einschrankung von p auf das System & aller offenen Teil-
mengen des Grundraumes S. Dann ist 7 Pramaf. Zum Beweis betrachten wir
offene Mengen O,V C S. Dann sind auch O’ := ONV und O” := O N (V¢)°
fiir & > 0 offen (B° bezeichnet die offene —Umgebung von B). Sei € > 0.
Dann ist fiir 6 ausreichend klein p(O”) < p(ONV*e) +¢, und es folgt die eine
Eigenschaft von Pramafien: ONV Cc O', ONVe C O” und

(O +7(0") < pONV)+pu(0ONVe)+e = 7(0)+e¢.

Die andere Eigenschaft, die Subadditivitat, iibertragt sich von p direkt auf .
Nach der Methode von Caratheodory konnen wir also 7 fortsetzen zu einem
Maf v mit

v(B) = inf { Z,u(On) : UO” D B, 0, ist offene Teilmenge von S} :

Da g und v definitionsgeméaf auf den offenen Mengen iibereinstimmen, folgt
nach dem Eindeutigkeitssatzs fiir Mafle 4 = v. Die Behauptung folgt nun
unter Beachtung von p(B) < u(lU, On) < >, #(Oy,), sofern B C {,, On,
und der Bemerkung, dafi mit Oy, O,, ... auch |, O, offen ist. O



